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ΘΕΜΑ Β 

Β1. Είναι f(x) = 
1x

x
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
   με  x∈Թ 

 Η f είναι παραγωγίσιμη στο Թ ως ρητή με  
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Είναι f’(x) = 0 ⇔ x = 0 

 f’(x) > 0 ⇔ 2x > 0 ⇔ x > 0 
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 Το πρόσημο της f’ και η μονοτονία της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα μεταβολών. 

x -∞																																																				0	 +∞ 

f’(x) - + 

f   

 

 Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (-∞,0] και γνησίως αύξουσα στο [0,+∞) και παρουσιάζει 

ολικό ελάχιστο στο x = 0, το f(0) = 0. 

 

Β2. Η f’ είναι παραγωγίσιμη στο Թ ως ρητή με  
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Είναι f’’(x) = 0 ⇔ 3x2 – 1 = 0 ⇔ x2 = 
3
1  ⇔ x = 

3
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    ή   x = 
3
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Το πρόσημο της f’’ και η κυρτότητα της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 
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Β3. Αφού f συνεχής στο Թ η Cf δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 
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Άρα η Cf έχει στο -∞ και στο +∞ οριζόντια ασύμπτωτη την y = 1 και δεν έχει πλάγιες. 

 

 

Β4. 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η 01xe 2x2
  έχει προφανή ρίζα την x = 0. 

Θεωρώ συνάρτηση g(x) = 1xe 2x2
 , x ∈Թ 

H g είναι παραγωγίσιμη στο Թ ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 
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Είναι 0xee1e01e 20xxx 222
  που ισχύει για κάθε x∈Թ 

 

Το πρόσημο της g’ και η μονοτονία της g φαίνονται στον παρακάτω πίνακα 

x -∞																																																				0	 +∞ 

g’(x) - + 
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Η g είναι γνησίως φθίνουσα στο (-∞,0], είναι γνησίως αύξουσα στο [0,+∞) και παρουσιάζει 

ολικό ελάχιστο στο x0 = 0 το g(0) = 0. Άρα για κάθε x∈Թ,  g(x) ≥ g(0) = 0. 

 

Άρα η x = 0 είναι η μοναδική ρίζα. 

 

Γ2. Είναι f2(x) = ( 1xe 2x2
 )2 

Από (Γ1) είναι g(x) ൒ 0 ⇔ 1xe 2x2

  ൒ 0 για κάθε x ∈Թ          (1) 

Άρα η f2(x) = ( 1xe 2x2
 )2  

 ⇒ |f(x)| = | 1xe 2x2
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f  συνεχής στο Թ με μοναδική ρίζα την x = 0. 

Άρα η f διατηρεί πρόσημο σε καθένα από τα διαστήματα (-∞, 0), (0, +∞). 

Συνεπώς, διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

 Αν  f(x) > 0  στα (-∞, 0), (0, +∞) τότε  f(x) = 1xe 2x2

 , x ∈Թ. 

 Aν  f(x) < 0  στα (-∞, 0), (0, +∞) τότε  f(x) = – 1xe 2x2

 , x ∈Թ. 

 Αν  f(x) > 0  στο (-∞, 0)  και f(x) < 0 στο (0, +∞)  τότε 
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 Αν  f(x) < 0  στο (-∞, 0)  και f(x) > 0 στο (0, +∞)  τότε 
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Γ3. Είναι f(x) = 1xe 2x2
 , x∈Թ 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο Թ ως αποτέλεσμα πράξεων μεταξύ παραγωγίσιμων με 

f’(x) = 2x x2e
2x   
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Επομένως 
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Για  x < 0   
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  f’’(x)  > f’’(0)  = 0 

Για  x > 0   
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
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  f’’(x)  > f’’(0)  = 0 

Άρα  f κυρτή στο Թ 

 

Γ4. Θεωρώ συνάρτηση την g(x) = f(x + 3) – f(x) ,  x∈[0,+∞). 

 H g είναι παραγωγίσιμη στο [0,+∞), αφού f(x+3) παραγωγίσιμη ως σύνθετη παραγωγίσιμων, 

με  g’(x) = f’(x+3) – f’(x) > 0   αφού 

 Για κάθε  x ≥ 0  ⇒  x + 3 > x  


f

 f’(x+3) > f’(x) 

  ⇒ f’(x+3) – f’(x) > 0 

Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα  και 1 – 1. 

 Οπότε η εξίσωση f(|ημx|+3) – f(|ημx|) = f(x+3) – f(x) 

 γίνεται ισοδύναμα   g(|ημx|) = g(x) 
"11"g 

 |ημx| = x 

 x ≥ 0  ⇒  |ημx| ൌ |x|   

⇒  x = 0 
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Άρα f’(0) = 1
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∆2. α) Έστω ότι υπάρχει x0∈Թ στο οποίο η f να παρουσιάζει ακρότατο 

Αφού η f είναι παραγωγίσιμη στο x0∈Թ  από Θεώρημα Fermat θα ισχύει f’(x0) = 0    (1) 

Είναι ef(x) + x = f(f(x)) + ex ,  x∈Թ  οπότε παραγωγίζοντας έχουμε: 

ef(x)f’(x) + 1 = f’(f(x))f’(x) + ex  

θέτω όπου x = x0 

)x(f 0e  f’(x0) + 1 = f’(f(x0))f’(x0) + 0xe  ⇔ 0xe  = 1  ⇔  x0 = 0  ;Άτοπο αφού f’(0)=1 

από ∆1 (θα έπρεπε  f’(0) = 0 για να είναι ακρότατο). 

Άρα δεν υπάρχει ακρότατο 

 

β) Αρκεί να δείξουμε ότι f’(x) > 0,  x∈Թ 

 Από το (α) είναι f’(x) ് 0,  x∈Թ 

 Αφού η f’ είναι συνεχής, διατηρεί πρόσημο 

 Άρα f’(x) > 0,  x∈Թ   ή   f’(x) < 0,  x∈Թ    

 γνωρίζουμε ότι f’(0) = 1 > 0 

 Άρα f’(x) > 0,  για  x∈Թ . 

Επομένως, f γνησίως αύξουσα στο Թ. 
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 Αυτό γιατί η f είναι γνησίως αύξουσα στο Թ  και  συνεχής οπότε  
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)x(f

xσυνxημ
lim

x





. 

 

∆4. A΄ Τρόπος 

Είναι   
ππ e

1
π
1

e
1 ΄dx)x)(lnx(lnfdx

x
1

)x(lnfdx
x

)x(lnf
 

Για    u = lnx    είναι   du = dx
x
1

    

και για    x=1,    u=0 
             x=eπ,   u=π 

Άρα 
π
0

e
1 du)u(fdx

x
1

)x(lnf
π

. 

Αρκεί να δείξουμε ότι    0 <  π
0

2πdu)u(f . 

Από ∆2  β)  η  f  είναι γνησίως αύξουσα, οπότε για  0 ≤ x ≤ π  είναι 
f(0) ≤ f(x) ≤ f(π)    και  αφού   f(0) = 0  είναι  0 ≤ f(x) ≤ f(π). 

Από  f(x) ≥ 0  ⇒   π
0 0dx)x(f ,  (A)      

αφού η f είναι γνησίως αύξουσα και δεν είναι παντού 0. 

Από  f(π) ≥ f(x)  
1∆

  f(x) ≤ π ⇒ π – f(x) ≥ 0. Αφού η f δεν είναι παντού μηδέν 

⇒     π
0

π
0

π
0

π
0 dx)x(f)0π(πdx)x(fdxπ0dx)x(fπ  

⇒ 2π
0 πdx)x(f      (B) 

Από  (Α), (Β)  έπεται   0 <  π
0 dx)x(f π2 . 
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Β΄ Τρόπος 

Είναι   1 ≤ x ≤ eπ   
lnx

 ln1 ≤ lnx ≤ lneπ  

⇒ 0 ≤ lnx ≤ π   
f

 f(0) ≤ f(lnx) ≤ f(π) 

⇒ 0 ≤ f(lnx) ≤ π    
0x

   0 ≤ 
x

π

x

)x(lnf
  

⇒ 















)2(0
x

)x(lnf

x

π
και

)1(0
x

)x(lnf

 

 
πe

1

)1(

0dx
x

)x(lnf
 

και 
)2(

    





 

πe
1 0dx

x

)x(lnf

x

π
 

⇒   2e
1

e
1 πxlnπdx

x

)x(lnf ππ

  

Η f δεν είναι παντού μηδέν  άρα  0 <  
πe

1
2πdx

x

)x(lnf
. 


